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Plant with unstable zeros is known as difficult to be controlled because of initial undershoot of step response and
unstable poles of its inversion system. There are two reasons why plant has unstable zeros in discrete time domain:
1) non-collocation of actuators and sensors, 2) discretization by zero-order-hold. Problem 2) has been solved by the
multirate feedforward control proposed by our research group. Recently, we proposed Preactuation Perfect Tracking
Control method to solve problem 1) by the state trajectory generation based on time axis reversal. The validity of the
proposed method is demonstrated by simulations in comparison with three single rate feedforward control methods.
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1. はじめに

伝達関数の分母多項式の根を極，分子多項式の根を零点

という。さらに，連続系であれば右半面，離散系であれば単

位円外に位置していれば不安定極・不安定零点とよぶ。不

安定零点がある制御対象は，Fig. 1のようにステップ応答
が逆応答をもつ問題 (1)，またフィードフォワード制御のた

めの逆システムが不安定極をもつ問題があるため，制御し

にくい対象として知られている。制御対象の離散時間系に

おける零点は，1)連続時間系の零点に対応する零点である
真性零点 (2) (3)，2)離散化により生じる離散化零点 (4)，の 2種
類に分けられる。

連続時間系の零点が不安定の場合，真性零点は不安定と

なる。連続時間系の零点は，制御対象の状態空間表現にお

ける A, b, c行列により決定される。つまり，制御対象のダ
イナミクスだけでなく，センサやアクチュエータの位置や

特性が零点を決定する (5)。連続時間において不安定零点を

持つ制御対象として，半導体露光装置のウエハステージ (6)，

Hard disk drive (HDD) (7) や，昇圧コンバータ (8)，永久磁石

同期モータ (9) などが知られている。この場合，離散化する

と真性零点が不安定となる。一方で，連続時間系の伝達関
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Fig. 1. Step response comparison. P1 is 1st order trans-
fer function without unstable zero . P2, P3, P4 have one,
two, three unstable zero(s) as shown in the legend of the
figure. Step responses of the system with unstable zero(s)
make undershoot.

数において不安定零点を持たない場合でも，相対次数が 2
次を超える場合は離散化零点が不安定零点になることが知

られている (4)。そのため制御対象の逆系が不安定となり，シ

ングルレート系の枠組みでは完全追従 (10)を達成することが

できない。

真性零点や離散化零点が不安定な場合に，安定なフィー

ドフォワード (FF)制御器を設計する方法として近似逆系に
基づく手法が提案されている。例えば，nonminimum-phase
zeros ignore (NPZI) 法 (11)，zero-phase-error tracking con-
troller (ZPETC) 法 (10)，zero-magnitude-error tracking con-
troller (ZMETC)法 (12)が提案されてきた。これらの手法は，



離散時間系において設計されるため，真性零点と離散化零

点の問題を同時に扱おうとしていることに注意されたい。

そこで本研究グループは，不安定な離散化零点に対する

近似を用いない安定逆系の設計手法として，マルチレート

フィードフォワードを用いた完全追従制御法 (Perfect Track-
ing Control, PTC 法) を提案した (13)。本手法は，超精密ス

テージ (14) (15)，HDD (7)，Atomic force microscope (AFM) (16)，

工作機械 (17) などに適用されている。しかしながら，本手法

であっても連続時間系において不安定零点を持つ場合，状

態変数軌道が発散するため，連続時間系において近似を行

う必要がある (7)。

近似逆系を用いない手法として，未来の目標軌道を予見

し (preview)，目標軌道が変化するよりも早く制御入力を印
加する (preactuation) ことにより離散時間系における不安
定零点に対処する研究がなされている (18) (19) が，これらの手

法も不安定な真性零点と不安定な離散化零点を同時に対処

しようとしている。一方で，連続時間に基づくアプローチ

も提案されている (20)。文献 (20)における手法は，連続時間
において制御対象と目標軌道からなる微分方程式を解く必

要がある。また，離散化零点の議論はなされていない。

そこで本稿では，近年本研究グループによって提案され

た，不安定な真性零点と離散化零点に対する近似を用いない

安定な逆系の設計方法 (Preactuation PTC法)を紹介する (21)。

連続時間系の不安定零点に起因する不安定な真性零点があ

る制御対象に対し，時間軸反転を用いることで安定な状態

変数軌道を生成する。本提案手法は，プラントの次数を n
とした時に，目標軌道の n − 1次の微分値まで与えられる
のであれば，どのような目標軌道であっても適用すること

が可能である。次に，離散化零点はマルチレートフィード

フォワード制御法 (13) により近似を用いず安定化され，状態

変数軌道に完全追従する制御入力を生成する。

本稿では，精密位置決めステージのモデルの計測点を変更

することで，連続時間系の零点が安定な場合 (case1)，不安
定零点を持つ場合 (case2)についてシミュレーションを行っ
た。シングルレートフィードフォワード制御法のNPZI法，
ZPETC法，ZMETC法，マルチレートフィードフォワード
制御法の PTC法，Preactuation PTC法の比較を行い，マル
チレートフィードフォワード制御法ではアンダーシュート・

オーバーシュートなく完全追従が達成されることを示す。

2. 近似逆系によるシングルレートフィードフォワー
ド制御法

本章では，離散時間領域の近似逆系の設計手法であるNPZI
法 (11)，ZPETC法 (10)，ZMETC法 (12) の比較をする。近似逆

系のフィードフォワードを用いるブロック図を Fig. 2に示
す。また，3種の比較を Tab. 1に示す。ここで，サンプリ
ング周期 Ty，制御周期 Tuについて Ty = Tuとし，zs = eTu s

とする。

零次ホールドにより離散化された制御対象のノミナルモ

デル Pn[zs]が不安定零点を持つと，フィードフォワード制

Plant
Approximated plant inverse

Fig. 2. Approximated plant inverse feedforward control
configuration (C f f [zs] = P̃−1

n [zs]).

Tab. 1. Comparison between NPZI, ZPETC, and
ZMETC (11).

Method C f f [zs] * Y[zs ]
R[zs] Note

NPZI C f f :Ign[zs] =
z−qA[zs]

Bs [zs ]Bu (1)
z−q Bu [zs]

Bu (1) low computation cost

ZPETC C f f :ZP[zs] =
z−qA[zs ]B f

u [zs]

Bs [zs ](Bu (1))2
z−q Bu [zs ]B f

u [zs ]

(Bu (1))2
Im
(
zq Y[zs]

R[zs ]

)
= 0 (zero phase error)

ZMETC C f f :ZM [zs] =
z−q A[zs]

Bs[zs ]B f
u [zs]

z−q Bu [zs]

B f
u [zs ]

∣∣∣∣ Y[zs ]
R[zs ]

∣∣∣∣ = 1 (zero magnitude error)

御器のための逆系 P−1
n [zs]の極が不安定となる。そこで，近

似逆系 P̃−1
n [zs]を設計することを考える。ここで，式 (1)の

ように零点を安定部 Bs[zs]と不安定部 Bu[zs]に分けること
を考える。ただし式 (1)は既約とする。

Pn[zs] =
B[zs]
A[zs]

=
Bs[zs]Bu[zs]

A[zs]
· · · · · · · · · · · · · · · · · · (1)

Bu[zs] = bunu znu
s + bu(nu−1)znu−1

s + · · · + bu0 · · · · · · · · (2)

ここで nu は Bu[zs] の次数である。そこで，3 手法では式
(3)のように P[zs]の近似逆系 P̃−1[zs]を用いて FF制御器
を設計する。B∗u[zs]の設計法と qが 3手法の違いである。

C f f [zs] = P̃−1[zs] =
z−qA[zs]

Bs[zs]B∗u[zs]
· · · · · · · · · · · · · · · · (3)

〈2・1〉 NPZI 法 NPZI法は 3手法の中では最も計算
量が少ない手法である。NPZI法においては，B∗u[zs]を

B∗u:Ign[zs] = Bu[zs]|zs=1 = Bu(1) · · · · · · · · · · · · · · · · · · (4)

のように，直流項のみを補償するように設計する。ここで，

qは A[zs]と Bs[zs]の相対次数である。
〈2・2〉 ZPETC法 NPZI法では，Bu[zs]のダイナミ
クスを考慮していないが，ZPETC法では式 (5)に示すよう
に零位相誤差になるよう設計する。

B∗u:ZP[zs] =
(Bu[zs]|zs=1)2

B f
u [zs]

=
(Bu(1))2

B f
u [zs]

· · · · · · · · · · · · (5)

そこで，B f
u [zs]を式 (6)のように定義する。

B f
u [zs] = bu0znu

s + bu1znu−1
s + · · · + bunu · · · · · · · · · · · · (6)

ここで，式 (2)，(6)を比べて分かる通り，次数と係数が “flip-
ping”した関係になっている。この操作により，単位円外の
不安定零点を，単位円内に射影し，安定零点にすることが

できる。Tab. 1に示したように，C f f :ZP[zs] = C f f :Ign
B f

u [zs]
Bu(1)

であり，NPZI法に補正項を加えた形ともいえる。ここで，
qは A[zs]B

f
u [zs]と Bs[zs]の相対次数である。

目標軌道に q サンプルだけ未来の値を与え，zs =



Stable part state trajectory generation

Unstable part state trajectory generation

(a) Conventional(13).

Stable part state trajectory generation

Unstable part state trajectory generation

(b) Proposed(21).

Fig. 3. State trajectory generation.

Multirate feedforward
(stable inversion for unstable discretization zeros)

Plant

Fig. 4. Multirate feedforward control proposed in reference (13). S,H ,HM denote a sampler,
a holder, and a multirate holder, respectively. z and zs denote esTr and esTu , respectively.

exp( jωTy)を代入すると，式 (7)を得る (22)。

Im
{
y[k]

r[k + q]

}
= Im

{
Bu(e− jωTs )Bu(e jωTs )

(Bu(1))2

}
= 0

0 ≤ ω ≤ π/Tu · · (7)

以上より，ナイキスト周波数までの全周波数領域上で位相

誤差が 0であることがわかる。
〈2・3〉 ZMETC法 ZMETC法では，式 (8)により不
安定零点を近似逆系の安定極に変換している。

B∗u:ZM[zs] = B f
u [zs] · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · (8)

ここで，q は A[zs] と Bs[zs]B
f
u [zs] の相対次数である。

ZMETC法では，Tab. 1に示すように，全周波数領域上で
ゲイン誤差がなくなる。

3. 連続時間安定零点を持つ制御対象に対する FF制
御器の設計法 (PTC法) (13)

第 1章で述べたように，離散時間系の伝達関数には真性
零点と離散化零点の 2種類がある (2) (3)。連続時間系におい

て不安定零点を持たない場合，真性零点は安定になる。と

ころが，相対次数が 2次よりも大きい場合，離散化零点は不
安定零点になり (4)，外乱やモデル化誤差がない場合であっ

てもシングルレート制御系の枠組みでは完全追従 (10)は達成

することができない。

マルチレートフィードフォワードに基づく完全追従制御

法 (13)は不安定な離散化零点に対する安定な逆系を設計する

手法である。本手法は，Fig. 3(a)のように連続時間系の零
点を用いて状態変数軌道を生成する。そして Fig. 4に示す
不安定な離散化零点の安定逆系であるマルチレートフィー

ドフォワードを用いて安定な制御入力を生成する。しかし

ながら，本手法であっても連続時間系において不安定零点

を持つ場合，状態変数軌道が発散するため，連続時間系に

おいて近似を行う必要がある (7)。この問題は，第 4章に示
す時間軸反転による状態変数軌道生成により解決する。

〈3・1〉 定 義 連続時間系におけるノミナルプラ

ントを式 (9)に示す。

Pc(s) =
B(s)
A(s)

=
bmsm + bm−1sm−1 + · · · + b0

sn + an−1sn−1 · · · + a0
· · · · · (9)

ẋ(t) = Acx(t) + bcu(t) · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · (10)

y(t) = ccx(t) · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · (11)

式 (9)を可制御正準系で実現し，状態変数 xおよび Ac, bc, cc

行列を式 (12)に定義する。

x =



x1

x2

...

xn


, Ac =



0 1 0 · · · 0

0 0 1 · · · 0

. . .

−a0 −a1 −a2 · · · −an−1


bc =

[
0 0 · · · 1

]T
cc =
[
b0 b1 · · · bm 0 · · · 0

]
· · · · (12)

ここで，B(s)および A(s)は Pc(s)の既約な分子と分母を表
す。また，nおよび m (< n)はそれぞれ B(s)と A(s)の次数
を表す。式 (10)に示す連続時間状態方程式をサンプリング
周期 Tu で離散化し，式 (13)を得る。

x[k + 1] = Asx[k] + bsu[k], y[k] = csx[k] · · · · · · (13)

ただし，As, bs, cs を式 (14)により求める。

As = eAcTu , bs =

∫ Tu

0
eAcτbcdτ, cs = cc · · · · · · (14)

〈3・2〉 状態変数軌道 xd(t)の生成 出力 y(t)が目標軌
道 r(t)に追従するためには，式 (11)より状態変数軌道 xd(t)
は式 (15)を満たしている必要である。

r(t) = ccxd(t) · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · (15)

連続時間系の伝達関数に零点を持たない制御対象の場合，

状態変数軌道 xd = [x1d x2d · · · xnd]T は，cc = [b0 0
· · · 0]を考慮すると，式 (15)より xd =

1
b0

[r sr · · · sn−1r]T

となる。例えば，制御対象が 0/2次の剛体である場合，状
態変数軌道は位置と速度に相当する値となる。

そこで，連続時間系に零点を持つ場合，状態変数軌道は式

(16)のように導出する (7) (13)。また，ブロック図を Fig. 3(a)
に示す。

xd(t) =
∫ t

0
f (t − τ)r(τ)dτ · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · (16)

f (t) = L̄−1
[

1
B(s)

]
· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · (17)



r(t) =
[
r1(t) r2(t) · · · rn(t)

]T
=
[
1 s · · · sn−1

]T
r(t)

· · · · · · · · · · · · · · (18)

ただし，L̄は片側 Laplace変換を表す。式 (16), (18)にお
いて，目標軌道 r(t)の n− 1回微分が与えられれば xd(t)を
求めることができる。

しかし，連続時間系の伝達関数に不安定零点を持つ場合，
1

B(s) は不安定となり， xd(t)が発散する問題がある。この問
題は第 4章に示す時間軸反転により解決する。
〈3・3〉 フィードフォワード制御入力 uo生成 不安定

な離散化零点の問題は，マルチレートフィードフォワード

制御法 (13) により解決する。ここで，Fig. 3, 4に示すように
3つの周期を考える。Ty，Tr は出力 y(t)，目標軌道 r(t)に
対するサンプリング周期，Tuは制御入力 u(t)に対するホー
ルド周期を表す。ここで本稿では Tr = nTu = nTy と設定
する。

式 (13)をマルチレート化し，式 (19)を得る。

x[i + 1] = Ax[i] + Bu[i], y[i] = cx[i] · · · · · · · · · · (19)

ただし，A, B, c, iについて式 (20)のように定義する。

A = An
s , B =

[
An−1

s bs An−2
s bs · · · Asbs bs

]
c = cc, x[i] = x(iTr)

·(20)

ここで式 (19)は t = iTr = kTuから t = (i+ 1)Tr = (k+ n)Tu

の状態遷移を計算することにより得られる。また，入力uo[i]
を式 (21)に示す lifting formで定義する。

uo[i] =
[
u1[i] u2[i] · · · un[i]

]T
=
[
u(kTu) u((k + 1)Tu) · · · u((k + n − 1)Tu)

]T(21)

式 (19), (20)から，可制御であれば B行列が正則であるた
め，フィードフォワード入力 uo[i]は式 (22)により求める
ことができる。ここで，Tr = nTu だけ previewした状態変
数軌道 xd[i + 1]を用いていることに注意されたい。

uo[i] = B−1(I − z−1 A)xd[i + 1] · · · · · · · · · · · · · · · · · (22)

ただし，zは esTr を表す。

4. 連続時間不安定零点を持つ制御対象に対する FF
制御器の設計法 (Preactuation PTC法) (21)

連続時間の伝達関数に不安定零点を持つ制御対象の場合，

Fig. 3(a)および式 (16)による状態変数軌道生成が発散する
という問題がある。本章では，Fig. 3(b)に示すような連続
時間の不安定零点を持つ制御対象に対する安定な状態変数

軌道の生成法について定式化する。

〈4・1〉 安定部と不安定部の分割 B(s)−1 を安定極を

持つ Fst(s)，不安定極を持つ Fust(s)に分解する。

B(s)−1 = Fst(s) + Fust(s) · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · (23)

また，L̄を片側 Laplace変換として，f st(t), f̄ ust(t)を式 (24)
に定義する (23)。ここで，Fust(−s)は安定であることに注意

されたい。

f st(t) = L̄−1
[
Fst(s)

]
, f̄ ust(t) = L̄−1

[
(−1)lFust(−s)

]
(24)

〈4・2〉 安定部の状態変数軌道生成 安定部の状態変

数軌道 xst
d (t)については，式 (25)を用いて生成する。

xst
d (t) =

[
xst

1d(t) xst
2d(t) · · · xst

nd(t)
]T

=

∫ t

−∞
f st(t − τ)r(τ)dτ · · · · · · · · · · · · · · · · · · · (25)

〈4・3〉 時間軸反転による不安定部の状態変数軌道生成
不安定部の状態変数軌道 xust

d (t)は，時間軸を反転した目標
軌道 r(−t̄)と安定である f̄ ust(t̄− τ̄)を畳み込み計算し，さら
にそれを時間軸反転することにより得られる。両側ラプラ

ス変換による証明は文献 (23), (24)を参照されたい。

xust
d (t) =

[
xust

1d (t)　 xust
2d (t) · · · xust

nd (t)
]T

=

∫ t̄

−∞
f̄ ust(t̄ − τ̄)r(−τ̄)dτ̄

∣∣∣∣
t̄=−t
· · · · · · · · · · · · (26)

〈4・4〉 状態変数軌道の導出 安定部分と不安定部分

の状態変数軌道を合計し，状態変数軌道 xd(t)を求める。

xd(t) = xst
d (t) + xust

d (t) · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · (27)

〈4・5〉 マルチレートフィードフォワードの適用 以

上により，連続時間不安定零点を考慮した安定な状態変数

軌道が求まった。不安定な離散化零点に対しては，マルチ

レートフィードフォワードにより安定な制御入力を求める。

uo[i] = B−1(I − z−1 A)xd[i + 1] · · · · · · · · · · · · · · · · · (28)

5. シミュレーション例

〈5・1〉 シミュレーション条件 本稿では，Fig. 5に示
す，精密ステージの一例であるガントリステージ (15) (25) (26) を

模したモデルをもとにシミュレーションを行う。リニアエ

ンコーダによる計測点の高さを Lm とすると，電流指令値

から計測位置 xまでの伝達関数は式 (29)で表される。電流
制御系は極が s = −10000の 1次遅れ系と仮定している。

Pc(s) = 3.048 × 1010 (0.1228 − Lm)s2 + 0.4102s + 3476
s(s + 10000)(s + 1.846)(s2 + 5.623s + 4.078 × 104)

(29)

計測点の高さにより，連続時間系における零点が安定・不

安定と変わることが分かる。本制御対象はリニアエンコー

ダを 2個持っており，内分・外分することにより仮想的に
計測点の高さ Lm を変えることができる (26)。今回検討する

2条件の bode線図を Fig. 6に示す。
また，目標軌道を Fig. 7(a)，9(a)に示すような 9次多項式
で補間されたステップ軌道で与える。ステップ時間は 0.02
秒と設定した。Fig. 2–4に示すブロック図でシミュレーショ
ンを行った。この構成では，モデル化誤差・外乱がない場合

はフィードバック制御器C f b[zs]は働かない。また，サンプ
リング周期 Tu = 100µsとし，シミュレーションの時間刻み
は H = 1 µsとした。シミュレーションは −1.0 s < t < 1.0 s
の時間で行った。
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〈5・2〉 連続時間安定零点を持つ場合 (case1) 式 (29)
より，Lm < 0.1228で，に示すように連続時間系の零点は安
定零点となる。Lm = 0.1228とすると，式 (30)を得る。こ
の分子多項式は，HDDにおける例の主共振のモード影響定
数が −1である場合に相当する (22)。式 (30)を Tu = 100 µs
で離散化すると式 (31)を得る。

Pc1(s)=
3701(s + 8476)

s(s + 10000)(s + 1.846)(s2 + 5.623s + 4.078 × 104)
· · · · · · · · · · (30)

Ps1[zs]=
1.502 × 10−14(zs + 9.674)(zs + 0.9721)(zs − 0.4284)(zs + 0.09712)

(zs − 1)(zs − 0.9998)(zs − 0.3679)(z2
s − 1.999zs + 0.9994)

(31)

真性零点 1 個 (zs = 0.4286)，離散化零点 3 個 (zs =

−9.674,−0.09712,−0.9721)を持ち，zs = −9.674が不安定
な離散化零点である。

シミュレーション結果を Fig. 7 に示す。Fig. 7(d) から，
PTCを用いた場合，Tr = nTu = 500 µsごとに誤差が 0に
なっており，完全追従が達成できていることが分かる。ま

た，サンプル点間の位置決め誤差は ZPETC法に比べ 4桁，
NPZI法や ZMETC法に比べ 7桁良いことが分かる。
〈5・3〉 連続時間不安定零点を持つ場合 (case 2) 式

(29)において，Lm = 0.300とすると，式 (32)に示すよう
に連続時間系において不安定零点を持つ。また，式 (32)を
Tu = 100 µsで離散化すると式 (33)を得る。

　 Pc2(s)=
−1599(s − 141.2)(s + 138.9)

s(s + 10000)(s + 1.846)(s2 + 5.623s + 4.078 × 104)
· · · · · · · · · (32)

Ps2[zs]=
−2.112 × 10−10(zs + 2.971)(zs − 1.014)(zs − 0.9862)(zs + 0.2045)

(zs − 1)(zs − 0.9998)(zs − 0.3679)(z2
s − 1.999zs + 0.9994)

(33)

この場合，連続時間系の不安定零点 (s = 141.2)由来の不安
定な真性零点 (zs = 1.014)があることが分かる。また，不

安定な離散化零点 (zs = −2.971)を持つ。
第 4 章に示した手法により生成された状態変数軌道を

Fig. 8に示す。また，シミュレーション結果を Fig. 9に示
す。式 (26)に示した時間軸反転操作により，xd(t)が負時
間に非零の指令値を持っていることが分かる。これにより，

Fig. 9(e)に示すように，負の無限時間の preactuationをす
る制御入力が生成されている。Fig. 9(c)から，Preactuation
PTC (21) では正の時間，負の時間ともに Tr = nTu = 500 µs
ごとに誤差が 0になっており，完全追従が達成できている
ことが分かる。以上により，今回紹介した時間軸反転によ

る状態変数軌道生成をした Preactuation PTC (21)の有効性が

示された。

6. ま と め

本稿では，マルチレートフィードフォワードに基づく軌

道追従制御理論の新展開として，本研究グループで近年提

案された連続時間系に不安定零点を持つ制御対象への完全

追従制御法 (Preactuation PTC法)を紹介した。離散時間領
域における零点は，1)連続時間領域に対応する零点がある
真性零点，2)連続時間領域に対応する零点を持たない離散
化零点，の 2種類がある。連続時間領域で不安定な零点を
持つ制御対象は，離散時間領域で不安定な真性零点を持つ。

一方で，連続時間領域の零点が安定であっても，相対次数

が 2次を超えている場合，離散化零点は不安定となる。
Preactuation PTC法は，1)について時間軸反転法による
安定な状態変数軌道生成，2)についてマルチレートフィー
ドフォワードの適用により，完全追従を達成する安定な制

御入力を生成する手法である。これは時間軸反転により生

成された負の無限時間の preactuationにより，ステップ軌
道が印加される t = 0において，非零の所望な状態変数軌
道に一致するために実現されている。本手法は，無限時間

の preactuationが必要であるが，連続時間の不安定零点の
時定数より十分長い preactuationをすることにより，実用
的な結果を得られると考えられる。
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Fig. 7. Simulation results of the plant with continuous time stable zero (case 1).
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Fig. 8. Generated state trajectory by time axis reversal for case 2 (see equations (25), (26), and (27)).
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Fig. 9. Simulation results of the plant with continuous time unstable zero (case 2).
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